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Aus der Wissenschaft

Quantenmechanik des irregulidren Streuens

Von R. Blimel und U. Smilansky®)

Praktisch all unser Wissen iiber den Mi-
krokosmos stammt letztlich aus Strcuex-
perimenten. Daher ist die Theorie der
Streuung zweifellos eines der wichtigsten
Teilgebicte der Physik — ein im wesentli-
chen abgeschlossenes Teilgebict, wie noch
bis vor kurzem vicle Experten glaubten,
als sich auch in der Streuthcorie eine klei-
ne Revolution ercignete! Es wurde nim-
lich entdeckt, dafl selbst cinfache Streusy-
steme dynamische Instabilititen aufwei-
sen konnen [1] und damit dic notwendi-
gen Voraussetzungen fir das Auftreten
von deterministischem Chaos (vgl. [2])
besitzen. Die Untersuchung komplexer
Streuphiinomenc in dynamisch instabilen
Streusystemen ist mit dem Sammelnamen
.irregulires Streuen® belegt worden [1],
und Aufgabe dieses Artikels soll es scin,
zu untersuchen, wic sich klassisch irregu-
lires Streucn auf der Quantencbene ma-
nifesticrt. Insbesondere soll, dhnlich wie
in gebundenen Systemen [3], die Frage
nach dem Auftrcten von ,.Quantenchaos®
in Streusystemen gestellt werden. Wir il-
lustrieren unsere Resultate anhand eincs
experimentell  realisierbaren  Streusy-
stems, das erste sciner Art, das sowohl
klassisch als auch quantenmechanisch be-
handelt wurde [1]. Es zeigt exemplarisch
dic universellen Eigenschaften chaotischer
Streusysteme, dic von der Kernphysik bis
zur Optik, von mesoskopischen Systemen
bis zur Wirbelstreuung in der Hydrodyna-
mik [1], in praktisch allen Gebieten der
modernen Physik auftreten und insbeson-
dere sogar in der Theorie chemischer Re-
aktionen [5] von Bedeutung sind.

Betrachten wir das Streusystem in Abb.
1: Der bewegliche magnetische Dipol D
besitzt cinen Rotationsfreiheitsgrad (rei-
bungsfreic Drchung um den Punkt A)
und einen Translationsfreiheitsgrad (der
Punkt A ist auf der x-Achse frei ver-
schiebbar). Bei x;, x> und x5 sind starr
drei weitere Dipolmagnete, M, M, und
M;, angebracht, dic auf der x-Achse cin
magnetisches Feld crzeugen, das wir der
Einfachheit halber durch drei Gauf-
Funktionen approximieren wollen:
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Abb. 1: Vorgeschlagener Versuchsaufbau zur chaotischen Streuung (Beschreibung siehe Text).
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Nimmt man an, daB der Dipol D sehr
klein gegen den Abstand der Pole der
stationdren Magnete ist, so dafl das Ma-
gnetfeld iber die gesamte Ausdehnung
von D praktisch senkrecht auf der x-Ach-
se steht, dann ist dic magnetische Wech-
selwirkungsenergie des Dipols D mit dem
Feld der drei Magneten durch

V(x, 0) = u B(x) sin(6) (2)

gegeben, wobei wir mit i das magnetische
Dipolmoment von D bezeichnen und @
der Winkel ist. den der Dipol mit der x-
Achse bildet. Die Hamiltonsche Funktion
des Dipols, in anderen Worten: seine Ge-
samtenergie, kann damit als
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geschricben werden, worin p den lincaren
Impuls und /7 den Drehimpuls des Dipols
D bezcichnet. Zur Abkiirzung haben wir
auferdem die GroBe Vi, = u B, cinge-
fiihrt, die maximale Wechselwirkungs-
energic des bewcglichen Dipols im ma-
gnctischen Feld der stationdren Dipole.
Die trige Masse des Dipols D wurde mit
m bezeichnet und das Trédgheitsmoment
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mit R. Wir werden im folgenden in di-
mensionslosen Einheiten rechnen, wobei
m=0=1 und R=|x;—x,|=|x,—x|
= 10 gesctzt wurde. Der gesamtc in Abb.
1 skizzierte Versuchsaufbau ldBt sich mit
den Mitteln der Schulphysik realisieren,
wenn man z. B. einen drehbaren magneti-
schen Dipol auf ein Luftkissenfahrzeug
montiert.

Ein ,Streuversuch* ist folgendermaBien
definiert: Der Dipol befindet sich zur
Zeit t=0 bei x, (in der feldfreien
Region) und besitzt die Gesamtencrgie
E. Die Wahl des Anfangsdrchimpulses
I (|I| < V2RE) legt dann den Ein-
schuBimpuls p; = \/2 12\/R fest. Der
Anfangszustand des Dipols ist aber durch
Festlegung von p; und [; klassisch noch
nicht eindecutig bestimmt. Man hat noch
dic Freiheit, den Anfangswinkel 6; zu
wiihlen. Der Dipol wird nun fiir verschie-
dene Werte von 6; in das inhomogene
Feld der drei Magneten eingeschossen,
und der Streuversuch ist beendet, wenn D
wieder in der feldfreien Region, also ent-
weder bei x; (Reflexion) oder bei x,
(Transmission), ankommt. Das Resultat
eines Streuversuchs ist dann der momen-
tane Wert der dynamischen Variablen py.,
Ir, U; bei xo bzw. bei x4.

Fiir vorgegebene EinschuBenergie FE
und Anfangsdrehimpuls /; lassen sich
Enddrehimpuls /; und Rotationswinkel 6
als Funktion von #; bestimmen. Betrach-
tet man speziell die Abhédngigkeit des
Enddrehimpulses /; vom Anfangswinkel
;, so ergibt sich fiir kleine Magnetfelder,
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. die quantenmechanischen Observablen
6] : ® der quantisierten Version des in Abb. 1
- l 4[ beschriebenen Modells. Um das klassi-
L sche Modell jauf die Quantenebene zu
T heben®, stellen wir uns einfach statt des
2 magnetischen Dipols D ein polares Mole-
' kiil (z. B. CsI) und statt der stationiren
07 : Magnete elektrisch geladene Drihte vor
3 i (uN*—,,— S“— —*). Wenn wir dann in
-2 \ (3) die klassischen Impulse p und 7 durch
-z.j \ 7 ihre entsprechenden Quantenoperatoren
1 { Y ersetzen, also
i y
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Abb. 2: a) Die Streufunktion I; in Abhingigkeit vom Winkel 0; den der Dipol zu Beginn mit der x- =1 = —ih 3

Achse bildet fiir E = 1.7,Vy = 3und I; = 2 (vgl. Abb. 1). b) Ein vergriferter Ausschnitt von a).

d. h. Vi << E, der Enddrehimpuls Iy (6;)
als eine glatte, differenzierbare Funktion
ohne wesentliche Besonderheiten. Eine
Ijhcrraschung erlebt man, falls V, von der
GroBenordnung  der  EinschuBenergie
wird. Abb. 2a zeigt die Funktion /,(6;) fiir
Vo =3 und £ = 1.7 im gesamten Inter-
vall 0 < 6; < 2. Man erkennt glatte und
schroffe Bereiche der Funktion. Abb.
2b zeigt einen vergroferten Ausschnitt
des schroffen Gebiets um 6; = 4.75. Wie-
der erkennt man ein Wechselspiel von
strukturierten und strukturlosen Gebie-
ten, und dieses Verhalten setzt sich bei
weiterer VergroBerung endlos fort! Die
Singularitdten von Iy entsprechen An-
fangswinkeln 6, die zu Dipoltrajektorien
fiihren, die ,,unentschieden unter stindi-
ger Umwandlung von Rotations- in
Translationsenergie (und umgekehrt) ziel-
los zwischen den drei Magneten hin- und
herwandern. Dies fiihrt zu unendlich lan-
gen Verweildauern von D in der Wechsel-
wirkungszone der drei stationdren Magne-
te. Die Gesamtheit dieser Singularititen
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Abb. 3: Quantenmechanischer Versuch: Trans-
missionswahrscheinlichkeit t7,9 als Funktion der
EinschufSenergie E im klassisch-chaotischen Re-
gime.

von I; bildet eine Menge von fraktaler
Dimension, eine ,Cantor-Menge®, die
iber abzihlbar viele Elemente enthiilt, je-
doch vom Mall Null ist. Die Untersu-
chung des Modells aus Abb. 1 zeigt, daf3
komplizierte Streuphdnomene nicht not-
wendigerweise auf strukturell komplizier-
ten Streuern beruhen (wie z. B. im Falle
von Vielteilchen-Streusystemen mit ent-
sprechend vielen Freiheitsgraden), son-
dern in den einfachsten Streusystemen —
hier in einem System mit nur zwei Frei-
heitsgraden — auftreten konnen. In die-
sem Zusammenhang soll nicht unerwihnt
bleiben, daf qualitativ dieselben Phino-
mene auch in einem Modell mit nur ei-
nem stationédren Dipolmagneten beobach-
tet werden konnen. Die Verwendung von
mehr als einem stationidren Dipol vergro-
Bert jedoch erheblich die 6;-Bereiche, in
denen irregulires Streuen auftritt.
Uberraschenderweise (die Menge der
Streusingularititen ist vom Mal Null!)
hat das Einsetzen der klassisch irreguld-
ren Streuung ganz handfeste Folgen fiir

p(s)
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Abb. 4: Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(s), ei-
nen (normierten) Abstand s zwischen benach-
barten S-Matrix-Eigenwinkeln zu finden. Das
Histogramm zeigt p(s), wie es aus der numeri-
schen Ldsung der quantenmechanischen Ver-
sion des Modells von Abb. I im klassisch-chao-
tischen Parameterbereich erhalten wurde. Die
durchgezogene Linie ist die theoretisch erwartete
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir unitire, sym-
metrische Zufallsmatrizen.

dann beschreibt (3) (mit den geeigneten
Randbedingungen) niherungsweise die
quantenmechanische ~ Streuung  polarer
Molekiile, die in einem Drehimpulseigen-
zustand | n; = [j/A > pripariert wurden.
Sollen nun die oben beschriebenen klassi-
schen Streuversuche mit entsprechenden
quantenmechanischen Streuversuchen
verglichen werden, so muf} beachtet wer-
den, daff bei vorgegebener Drehimpuls-
quantenzahl n; der Rotationswinkel 6; we-
gen der Heisenbergschen Unschirferela-
tion nicht festgelegt werden kann. Wir
untersuchen daher fir festes n; Refle-
xions- und Transmissionswahrscheinlich-
keiten als Funktion der Einschufienergie
E und diskutieren die beobachteten
Quantenphianomene im klassisch-regula-
ren und im klassisch-irreguliren Regime.

Die erste quantenmechanische Obser-
vable, die wir untersuchen wollen, ist die
Transmissionswahrscheinlichkeit eines po-
laren Molekiils durch den oben beschrie-
benen, ,auf Quantenmechanik umgestell-
ten“ Apparat aus Abb. 1. Beim Durch-
gang durch das inhomogene elektrische
Feld der drei geladenen Drihte wird sich
im allgemeinen die Drehimpulsquanten-
zahl des Molekiils von n; nach n¢ dndern.
Wir bezeichnen also die Transmissions-
wahrscheinlichkeit bei gleichzeitiger An-
derung der Drehimpulsquantenzahl von n;
nach np mit 7., Sie wurde in Ref. 4 fir
den Ubergang n; = 7 — n; = 9 numerisch
berechnet. Fir Vy << E, also im Kklas-
sisch-reguldren Regime, ist 7;4(E) eine
glatte, strukturlose Funkion der Energie.
Fir Vy->> E jedoch, d. h. im klassisch-
chaotischen Regime, fluktuiert 779(E)
stark als Funktion der Energie (siche
Abb. 3). Die Form der Fluktuationen in
der Transmissionswahrscheinlichkeit erin-
nert an dhnliche Fluktuationen, die in den
Streuquerschnitten bestimmter Kernreak-
tionen gefunden und von Ericson Anfang
der 60er Jahre theoretisch vorhergesagt
wurden [6]. ,Ericson-Fluktuationen®, die
daraufhin die Kernphysik der 60er Jahre
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mabBgeblich mitprigten, sind also vermut-
lich nichts anderes als dic quantenmecha-
nische Ausprigung von klassisch-irreguld-
rem Streuen. Dachte man also bisher, die
Erkldrung fiir das Auftreten von Ericson-
Fluktuationen in der Kompliziertheit ci-
nes Vielteilchen-Kernsystems suchen zu
miissen, so liefert unser Modell die neue
Einsicht, da der wahre Grund fiir das
Auftreten dieser Fluktuationen doch cher
dynamischer Natur ist, und Ericson-Fluk-
tuationen daher schon in den cinfachsten
Streusystemen beobachtet werden kénnen.
Die vollstindige Losung cines quanten-
mechanischen Streuproblems ist gegeben,
wenn dic Strecumatrix (S-Matrix) berech-
net ist. Die Elemente der S-Matrix S,
bestimmen  dic  quantenmechanischen
Ubergangsamplituden des Dipols D von
n; nach ng. Die S-Matrix ist daher cine
unitire und in unserem Fall cine symme-
trische Matrix. Sic wurde in Ref. [4] fiir
das quantisierte Modell aus Abb. | nume-
_ risch berechnet. Im  Klassisch-regulédren
Bereich (V, < E) crgaben sich keinerlei
Besonderheiten. Im- klassisch-chaotischen
Bereich (V, > E) jedoch zeigten die Ele-
mente der S-Matrix als Funktion der Ein-
schulenergic starke. voneinander unab-
hingige, regellose Fluktuationen. Die
Vermutung lag nahe, daB dic S-Matrix im
klassisch-chaotischen Bercich, obwohl mi-
kroskopisch (durch Lésen der Schrodin-
ger-Gleichung!) vollstindig  determiniert,
von einer zufillig gewiirfelten, unitér
symmetrischen Matrix nicht zu unter-
scheiden ist. Dic typischen Eigenschaften

solcher Zufallsmatrizen sind ebenfalls in
den 60cr Jahren, z. B. in Ref. [7], einge-
hend studiert worden. Unter anderem fin-
det man hier auch folgenden Test: Be-
zeichnet man mit ¢, die Eigenphasen der
S-Matrix, S|k > = e[k >, und mit p(s)
dic Wahrscheinlichkeitsdichte (auf den
mittleren Abstand 1 normiert), Eigenpha-
senabstinde s = ¢, — @, zu finden, so
sollte man fiir cine zufillig gezogene uni-
tare, symmetrische Matrix mit Wahr-
scheinlichkeit 1 die sogenannte ,,Wigner-
Verteilung® p(s) = (s71/2) exp.(—z s*/4) er-
halten [7]. Diesc Verteilung ist in Abb. 4
als durchgezogene Linie dargestellt. Be-
rechnet man die S-Matrix fiir das Modell
in Abb. 1 im chaotischen Bereich
(Vo > E). so crhilt man durch Auswer-
tung der S-Matrix-Eigenphasenabstinde
das Histogramm in Abb. 4. Die Uberein-
stimmung mit der fiir Zufallsmatrizen gel-
tenden Wigner-Verteilung ist frappicrend
und 1iBt den Schluf zu, daf sich dic stati-
stischen Eigenschaften der Streumatrix ei-
nes  klassisch-chaotischen — Streusystems
mit Hilfe der Theorie der Zufallsmatrizen
[7] beschreiben lassen — zumindest im Li-
mes 2 — 0, wo dic Dimension der Streu-
matrix wegen max n; = max n; = max I/h
= 2RE/h sehr groB wird. Ahnliche
Aussagen gelten fiir die statistischen
Eigenschaften des quantenmechanischen
Hamilton-Operators abgeschlossener
Quantensysteme [3]. Insofern man also
unter ,.Quantenchaos” die Erforschung
quantenmechanischer Effekte in klas-
sisch-chaotischen  Systemen  versteht,

scheint die Theorie der Zufallsmatrizen
das natiirliche Werkzeug der Quanten-
chaos-Forschung zu scin. Es ist sogar
moglich, daBl die Quantentheorie des irre-
guldren Streuens die a-posteriori-Recht-
fertigung fiir die Anwendung der Theorie
der Zufallsmatrizen auf komplizierte
(Kern-) Reaktionen [8] licfert.
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